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Resumen

La determinacion del nivel medio del mar (NMM) y
su evolucién temporal constituye uno de los mayores
problemas para la comunidad cientifica ya que la
mayoria de la poblacion habita en zonas costeras.
Los estudios cldsicos sobre el NMM se realizan
mediante la reduccion de los datos de elevacion del
nivel del mar y el uso de técnicas de regresion para
obtener la tasa de cambio. Con esto se pierde
informacion de la geometria contenida en las series
de datos. Los autores analizan los datos de radar
altimetro provenientes del satélite TOPEX/Poseidon
sobre la cuenca mediterrdnea y Atlantico oriental
ibérico, mediante técnicas de geometria fractal para
determinar la dimension del atractor del sistema
dindmico que es el NMM.

1. Introduccion

Un fractal es un objeto geométrico no usual con una
dimension mayor que su dimension topologica [7].
También se les ha llamado monstruos matemdticos
[11] porque presentan caracteristicas geométricas
extrafias respecto a los conjuntos usuales. Dentro de
la denominacion fractal se incluyen los espacios
vectoriales de dimension no entera o de transicion.
Su estudio comenzod con Hausdorff en 1919 y
continta en la actualidad con aplicaciones a muchos
campos de la ciencia como en Geologia [5],
Sismologia [4], Oceanografia [9] y otros. Un
resumen de la teoria fractal y su evolucion se puede
encontrar en [8].

Hay tres tipos de conjuntos fractales: a) Objetos
geométricos comunes, b) Objetos regulares auto-
similares y ¢) Objetos irregulares auto-similares cuya
dimension fractal es mucho mayor que su dimension
topoldgica. Al primer grupo pertenecen todos los
objetos geométricos usuales: puntos, lineas, etc. Los
mas interesantes son el segundo y el tercero porque a
ellos pertenecen los atractores y atractores extrafios
de los sistemas dinamicos.

En las ramas aplicadas de la Fisica no se tratan
entidades matematicas perfectas. Los modelos
matematicos de geometria fractal para procesos
fisicos poseen cuatro caracteristicas [7][10]: a) Son
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dificiles de realizar porque requieren mucha potencia
de calculo, b) Es un método de clasificacion, c)
Dependen del rango de valores que tome la
propiedad fisica y de su evolucion en el tiempo y d)
Suelen presentar varias escalas (temporales y/o
espaciales) inmersas en el mismo registro. La
interpretacion de los resultados depende de la fisica
del fenémeno y de su formulacion. Aunque la teoria
fractal se desarroll6 para el tratamiento de imagenes,
es posible aplicarla a objetos que se miden uni-
dimensionalmente como las series temporales.
Ademas, debido a la coexistencia de varias escalas
en el mismo fendmeno, en vez de hablar de fractales
hay que emplear la denominacion multifractal. Esta
es, quizas, la propiedad geométrica mas importante
de las estructuras geométricas de al naturaleza.
Actualmente hay dos referencias relativas a la
aplicacion de la teoria fractal a datos de marea. En
[1] se analizd, mediante técnicas fractales, series
temporales de alta precision de mareas terrestres (con
nivel de ruido de pocos pico-gales) tomadas con
gravimetros superconductores. Definié un parametro
denominado estabilidad de la estacion y dio una
clasificacion para las estaciones de marea
gravimétrica. También concluyd que, estaciones de
medidas que producen series muy armonicas y
facilmente predecibles, pueden ser fractalmente
(geométricamente) muy distintas. En [2] se
analizaron fractalmente las series temporales de las
estaciones de marea de Algeciras, Ceuta y Malaga,
poniendo de manifiesto problemas internos de las
series temporales, invisibles a las técnicas de analisis
clasicas empleadas en Oceanografia Fisica.

En el presente estudio, los autores aplican el
concepto de dimension fractal a datos de altimetro en
la cuenca Mediterranea. El trabajo ha sido
organizado de la siguiente forma: En la Seccion 2 se
presentan las bases para encuadrar la teoria fractal en
el analisis de datos de elevacion del nivel del mar.
La Seccion 3 esta dedicada a presentar los resultados
y a su discusion. Finalmente en la seccion 4 se
detallan las conclusiones.

2.- Geometria fractal y su aplicacién a
series de altimetro



Dentro del muy extenso cuerpo de la teoria fractal
hay dos conceptos claves que es imprescindible
discutir en el marco de su aplicacion al analisis de
registros de altimetro marea: dimension y auto-
similaridad.

2.1.- Dimensiones

La dimension de un espacio, vectorial o funcional, es
el nimero minimo de coordenadas necesarias para
especificar la localizacion de un punto en ¢él. Las
dimensiones de un espacio pueden ser contraidas
entorno a puntos con caracteristicas singulares
pertenecientes al propio espacio, asi surgen puntos,
lineas, superficies planas, superficies de tres
dimensiones y el dominio tetra-dimensional de
espacio-tiempo o universo de Minkowski. Es
posible elegir un sistema de referencia adaptado a las
necesidades del problema mediante un cambio de
coordenadas, el cual se puede entender como una
deformacion del cuerpo o una deformacion del
propio espacio, pero sin alterar la dimension del
espacio.
Para objetos geométricos sencillos el calculo de su
dimension no reviste problemas de importancia tal y
como se muestra en [7]. Sin embargo hay muchos
objetos cuya dimension es desconocida a priori
como los atractores y atractores extrafios en el
espacio de fases de un sistema dinamico. Es a
consecuencia de la existencia de estos objetos la
necesidad de definir métodos para la estimacion de la
dimension.
La estima de la dimension D, de un atractor en el
espacio de fases generado por una serie temporal se
puede llevar a cabo de muchas formas. Una de las
mas rapidas y fiables es a través de las diferencias
temporales y aplicando el teorema de Takens [12].
La expresion general de la dimension fractal es [6]:
log(C, () 1)
log(e)

siendo ¢ el tamarfio de paso y C,(¢) es la integral de
correlacion generalizada definida como:

/4

=1

1 & 1 & a1 g1 (2)
C,(e)= ﬁzbge(s—y,—y,b}

Siendo ¢ el tipo de dimension, M es la “dimension
envolvente”, y, denota la Orbita k-ésima empleada
para la construccion de la matriz de Takens y 6(°) es
la funcion de Heaviside. Una introduccion sencilla al
problema y a su interpretacion se puede encontrar en
[3]. Es posible calcular dimensiones de orden
superior a 2, pero su interpretacion no es clara. Los
tres tipos de dimensiones que suelen ser calculados
son: con ¢g=0 se obtiene la dimension de Hausdorff,

D, =lim

0
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Dy, la cual coincide con la calculada empleando el
método del recuento de cajas (box-counting) [7]; con
g=1 se obtiene la dimension de informacion, D;; con
g=2 se obtiene la dimension de correlacion, D,. El
problema de la aplicacion de D, reside en que no
tiene en cuenta la densidad de puntos, dando la
misma importancia a las cajas que contienen un
punto que a las que estan completamente llenas de
ellos. D, corrige el problema de la densidad de
puntos, sin embargo no es una buena eleccion al
tratar con series temporales porque no tiene en
cuenta la repeticion, la correlacion, de las orbitas.
Para tratar con series temporales se debe considerar
el uso de D,, ya que corrige tanto la densidad de
puntos como la correlacion existente entre Orbitas,
dando un valor de dimension no sesgado excepto por
la propia longitud de la serie. En este estudio se
tratardn series temporales que, si bien abarcan mucho
tiempo (decena de afios), su muestreo no es el
optimo, por lo que los resultados han de se evaluados
con reservas.

Para calcular D, se procede de la siguiente forma: Se
realiza la representacion de C, (@) frente a ¢ (figura 1

en escala lineal). El segmento 3 corresponde a
valores de ¢ demasiado elevados y el segmento 1 a
los demasiado pequefios. Solamente el segmento 2
da informaciéon acerca de las propiedades
geométricas del conjunto y corresponde a valores
adecuados de la longitud de paso y se denomina
region de escalado. Una regresion lineal dara la
pendiente de la curva en tal region que sera la q-
dimension fractal.

N

Integral de Correlacién Generalizada
-

00 05 10 15 20 25 30 35 40 45
Tamafio de paso

Figura 1: Célculo de la dimension fractal
2.2. Autosimilaridad

El rango dado por el radar altimetro, una vez

efectuadas todas las correcciones geofisicas
necesarias, es el resultado observado de un sistema
dindmico  multidimensional. El  nimero de

parametros necesarios para determinar la posicion de
una particula en el tiempo 7 es 3N+/, siendo N el
numero de ondas tenidas en cuenta en una
descomposicion de Fourier, habiendo considerado



las amplitudes, fases, las frecuencias y el nivel
medio:

q(t):z0+iA‘ ecos(w; *t+¢;)

i=1

©)

donde 7(7) es la posicion de la particula respecto al
nivel medio z, 4, es la amplitud, o; es la frecuencia y
¢ es la fase. El simbolo de infinito denota “todas las
ondas necesarias”. Naturalmente ese nimero
depende de la longitud del registro. El modelo 3
describe la proyeccion del espacio de fases en la
vertical de un oscilador forzado entorno a un punto
de equilibrio, el nivel medio. Tal punto, caso de ser
perfectamente estable (inmovil), debe poseer una
dimension geométrica nula y seria un objeto
geométrico comin. Como en los datos del radar
altimetro se incluyen ondas de escala temporal muy
distintas, se esta tratando de un multifractal. El
atractor, la posicion del nivel medio del mar, puede
ser super-atractivo, atractivo, indiferente o repulsivo
en el caso de ausencia de ruido. Ademas, la
descomposicion de la expresion 3 no es perfecta en
ningin caso ya que el mismo muestreo limita el
numero de ondas.

Debido a esto, la Geometria Fractal aporta
herramientas de sencillez y potencia extrema. Da
informacion acerca de la fuerza del atractor, que
puede ser entendida como la estimacion numérica, en
promedio, de la derivada de la ecuacion de
movimiento evaluada en un entorno del punto de
interés, estimando la tasa de movimiento del atractor
y, en consecuencia, la tasa de movimiento del nivel
medio. [1] y [2] concluyen que es un parametro que
caracteriza la estabilidad de la estacion.

El concepto fundamental en el que se basa el analisis
fractal de los registros de marea es la autosimilaridad
o de invariancia de escala. En base al modelo
matematico resumido en la expresion 3, el registro de
marea se debe considerar auto afin o auto similar.
Esto resulta perfectamente vélido para series de
Fourier infinitas, pero si ésta es truncada, como es el
caso, cualquier alteracion de la escala actuara como
un filtro. Por este motivo se deben definir los valores
maximo y minimo para el tamafio de paso ¢, el cual
no puede comenzar con un g — (). Solamente de esta
forma se puede adaptar el concepto de
autosimilaridad a registros de variables geofisicas.

El siguiente problema con el que se encuentra el
investigador es con la coexistencia de movimientos
con diferentes escalas temporales. Debido al caracter
multifractal de la marea es necesario realizar calculos
con valores distintos de dimension envolvente. A los
efectos de calculo se han considerado escalas tipicas
de marea de periodo largo: 3,6 y 12 meses. Hay que
considerar ademas que los datos de marea que
pueden ser sometidos al analisis fractal son aquellos
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sin picos, saltos debidos a fallos instrumentales, sin
haber eliminado la marea astronomica. La razén
fundamental es que el ruido y la eliminacion de la
marea astronomica no permiten observar la dinamica
del atractor e impiden el calculo de la dimension
fractal [1].

3. Resultados y discusion

Se han considerado los registros tomados de AVISO
para los puntos de cruce del TOPEX/Poseidon en el
Mar Mediterraneo y el Atlantico Ibérico. A todos
los datos se les han aplicado las correcciones
indicadas por AVISO y las series han pasado un
exhaustivo control de calidad para eliminar los picos
que no seguian la estadistica de la propia serie. A
los datos destinados al analisis fractal no se les ha
aplicado las correcciones de marea siguiendo [1] y

bhponios

20 2 20

Figura 2: Tasa de cambio del nivel del mar mediante
regresiones lineales

En la figura 2 se presenta la tasa de cambio del nivel
del mar a partir de regresiones lineales. Se observan
zonas donde la tendencia es a descender del orden
de 2.2 cm/afio al SE de Italia. En el océano
Atlantico se observan celdas de aumento/descenso
del nivel medio del mar que parecen siguen algun
tipo de patrén indeterminado y que se analizara en
futuros trabajos.

Figura 3: Tasa de cambio del nivel del mar mediante
analisis fractal (*0.001 se expresan en mm/ano)

En la figura 3 se presentan los valores de tendencia
del nivel del mar calculados mediante geometria
fractal. Se observan valores de descenso de algo
mas de 6mm/afio para las mismas zonas y de
ascenso de algo mas de Imm/afio en otras.

La comparacion entre ambas figuras denota que los
resultados obtenidos mediante regresiones lineales
indican un comportamiento més drastico de la
evolucion del nivel medio del mar que seria posible
si y solo si la evaporacion no fuera compensada por



precipitacion y descargas fluviales. Sin embargo los
resultados provenientes del analisis fractal dan un
comportamiento mas suave.

Las zonas de aumento/descenso en la parte Atlantica
han desaparecido dando un comportamiento
homogéneo mas acorde con fendmenos que afectan
a grandes extensiones.

La validacion de uno y otro resultado debera esperar
a que se dispongan de series de nivel del mar de alta
calidad y lo suficientemente extendidas en el tiempo
para poder llegar a conclusiones definitivas.

4. Conclusiones

Se han analizado los datos de nivel del mar sobre la
cuenca mediterranea a partir de datos de altimetria
en los puntos de cruce del satélite TOPEX/Poseidon
mediante dos técnicas: regresiones lineales y
analisis de geometria fractal. Los resultados difieren
en un orden de magnitud. Las regresiones predicen
tendencias ascendentes y descendentes de cerca de
2cm/aio mientras que la técnica fractal predice
descensos y ascensos en torno a 6 mm/afio.

La validacion de los resultados dependera de la
calidad y longitud temporal de las series que
actualmente se estan registrando.
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